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4 SUR L’INDICE DE CERTAINES ALGE`BRES DE LIE
par Patrice TAUVEL et Rupert W.T. YU
Re´sume´. On donne une majoration de l’indice de certaines alge`bres de Lie in-
troduites dans [2] et [7]. On en de´duit la preuve d’une conjecture de D. Panyushev
formule´e dans [7]. Nous formulons aussi une conjecture concernant l’indice de ces
alge`bres, et la prouvons dans des cas particuliers. Enfin, nous donnons un re´sultat
concernant l’indice des sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de Lie semi-simple.
Abstract. We give an upper bound for the index of certain Lie algebras, called
of seaweed type, introduced in [2] and [7]. We deduce from this a conjecture of D.
Panyushev stated in [7]. We conjecture that our upper bound gives in fact a formula
for the index of such Lie algebras, and we prove it in certain cases. Finally, we obtain
a result concerning the index of parabolic subalgebras of a semisimple Lie algebra.
1. Notations et rappels
1.1. Dans la suite, k est un corps commutatif alge´briquement clos de car-
acte´ristique nulle. Les alge`bres de Lie conside´re´es sont de´finies et de dimension
finie sur k. Si V est un k-espace vectoriel de dimension finie, on le munit de
la topologie de Zariski. On renvoie a` [1], [3] et [8] pour les concepts ge´ne´raux
utilise´s.
1.2. Soient g une alge`bre de Lie, g∗ son dual. L’alge`bre g ope`re dans g∗ au
moyen de la repre´sentation coadjointe. Ainsi, si X,Y ∈ g et f ∈ g∗, on a :
(X.f)(Y ) = f([Y,X ]).
Avec les notations pre´ce´dentes, on de´finit une forme biline´aire alterne´e Φf
sur g en posant :
Φf (X,Y ) = f([X,Y ]).
Le noyau de Φf est note´ g
(f). L’entier χ(g) = inf{dim g(f); f ∈ g∗} est appele´
l’indice de g. On dit que f est re´gulier si dim g(f) = χ(g) ; l’ensemble g∗r des
e´le´ments re´guliers de g∗ est un ouvert non vide de g∗.
1.3. Dans la suite, on suppose que g est semi-simple, de forme de Killing κ.
On fixe une sous-alge`bre de Cartan h de g, et on note R le syste`me de racines
du couple (g, h). Pour α ∈ R, gα est l’espace radiciel associe´ a` α. On de´signe
par Hα l’unique e´le´ment de [g
α, g−α] tel que α(Hα) = 2. Si λ ∈ h∗, on e´crit
〈λ, α∨〉 pour λ(Hα). Si P est une partie de R, on pose :
gP =
∑
α∈P
gα.
Soient Π une base de R et R+ (resp. R−) l’ensemble des racines positives
(resp. ne´gatives) correspondant. On de´signe par b et b− les sous-alge`bres de
Borel de g de´finies par :
b = h⊕ gR+ , b− = h⊕ g
R− .
Mots-cle´s : Alge`bres de Lie semi-simples − Sous-alge`bres spe´ciales − Indice.
Classification math. : 17B05 − 17B20.
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Pour toute partie S de Π, on note ZS (resp. NS) l’ensemble des combinaisons
line´aires a` coefficients entiers (resp. a` coefficients entiers positifs) des e´le´ments
de S, et on pose :
RS = R ∩ ZS , RS+ = R+ ∩ ZS = R ∩ NS , R
S
− = R
S\RS+.
L’ensemble RS est un syste`me de racines dans le sous-espace vectoriel de h∗
qu’il engendre, S est une base de RS, et RS+ (resp. R
S
−) est l’ensemble des
racines positives (resp. ne´gatives) associe´. Si S est une partie connexe de Π, le
syste`me RS est irre´ductible, et on note εS sa plus grande racine (relativement
a` S).
1.4. Soit S une partie connexe de Π. Pour tout racine α ∈ RS+\{εS}, on sait
que 〈α, ε∨S〉 ∈ {0, 1}. Si R
S
0 est l’ensemble des α ∈ R
S ve´rifiant 〈α, ε∨S〉 = 0, on
a RS0 = R
T , ou` T = S ∩RS0 . D’autre part, pour α ∈ R+ ∩R
S
0 , on a α± εS /∈ R
([1], proposition 9, p. 149) donc, si α 6= εS , les racines α et εS sont fortement
orthogonales.
1.5. Rappelons une construction et quelques proprie´te´s d’un certain ensemble
de racines deux a` deux fortement orthogonales ([5] et [6]).
Soit S une partie de Π. Par re´currence sur le cardinal de S, on de´finit un
sous-ensemble K(S) de parties de S de la manie`re suivante :
a) K(∅) = ∅.
b) Si S1, . . . , Sr sont les composantes connexes de S, alors :
K(S) = K(S1) ∪ · · · ∪ K(Sr).
c) Si S est connexe, on a :
K(S) = {S} ∪ K({α ∈ S; 〈α, ε∨S〉 = 0}).
1.6. Il est clair que le cardinal de K(Π) ne de´pend que de g, mais pas de
h et Π. On note cet entier kg. On donne dans le tableau suivant la valeur de
kg pour les diffe´rents types d’alge`bres de Lie simples. On a note´ [r] la partie
entie`re d’un nombre rationnel r.
Aℓ, ℓ > 1 Bℓ, ℓ > 2 Cℓ, ℓ > 3 Dℓ, ℓ > 4 E6 E7 E8 F4 G2
kg
[
ℓ+ 1
2
]
ℓ ℓ 2
[
ℓ
2
]
4 7 8 4 2
1.7. Lemme. Soient S une partie de Π et K,K ′ ∈ K(S). Alors :
(i) K est une partie connexe de Π.
(ii) On a ou K ⊂ K ′, ou K ′ ⊂ K, ou K et K ′ sont des parties disjointes de
S telles que α+ β /∈ R pour α ∈ RK et β ∈ RK
′
.
(iii) Si K 6= K ′, εK et εK′ sont fortement orthogonales. Par conse´quent,
{εK ; K ∈ K(S)} est un ensemble de racines deux a` deux fortement orthogonales
de R.
1.8. Si S est une partie de Π et si K ∈ K(S), on pose :
ΓK = {α ∈ RK ; 〈α, ε∨K〉 > 0} , Γ
K
0 = ΓK\{εK} , aK =
∑
α∈ΓK
gα.
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Lemme. Soient K,K ′ ∈ K(S), α, β ∈ ΓK , et γ ∈ ΓK
′
.
(i) On a ΓK = RK+ \{δ ∈ R
K
+ ; 〈δ, ε
∨
K〉 = 0}.
(ii) L’ensemble RS+ est la re´union disjointe des Γ
K′′ pour K ′′ ∈ K(S), et aK
est une alge`bre de Heisenberg de centre gεK .
(iii) Si α+ β ∈ R, alors α+ β = εK .
(iv) Si α+γ ∈ R, alors ou K ⊂ K ′ et α+γ ∈ ΓK
′
, ou K ′ ⊂ K et α+γ ∈ ΓK .
1.9. On de´signe par ES le sous-espace vectoriel de h
∗ engendre´ par les εK ,
K ∈ K(S). Ces racines e´tant deux a` deux fortement orthogonales, la dimension
de ES est e´gale a` card(K(S)) (cardinal de K(S)).
2. Sous-alge`bres spe´ciales
2.1. On de´signe toujours par g une alge`bre de Lie semi-simple, et on note G
son groupe adjoint. La de´finition suivante est due a` D. Panyushev.
De´finition. (i) On dit que deux sous-alge`bres paraboliques p et p′ de g sont
faiblement oppose´es si p+ p′ = g.
(ii) On appelle sous-alge`bre spe´ciale de g toute sous-alge`bre de Lie q de g de
la forme q = p ∩ p′, ou` p et p′ sont des sous-alge`bres paraboliques faiblement
oppose´es de g.
2.2. Soient S, T des parties de Π. On ve´rifie facilement que RS+ ∪R
T
− est une
partie close de R. Posons :
p = gR
S
+ ⊕ b− , p
′ = gR
T
− ⊕ b.
Alors p et p′ sont des sous-alge`bres paraboliques faiblement oppose´es de g, et
q = p ∩ p′ = h⊕ gR
S
+ ⊕ gR
T
−
est une sous-alge`bre spe´ciale de g.
Re´ciproquement, soient p et p′ des sous-alge`bres paraboliques de g ve´rifiant
b ⊂ p et b− ⊂ p′. On a p+ p′ = g, et il est imme´diat qu’il existe des parties S
et T de Π telles que p ∩ p′ = h⊕ gR
S
+ ⊕ gR
T
− .
On dira qu’une sous-alge`bre spe´ciale q de g est standard (relativement a` h
et Π) si elle s’e´crit q = h⊕ gR
S
+ ⊕ gR
T
− , ou` S et T sont des parties de Π.
2.3. Proposition. Soit q une sous-alge`bre de Lie de g. Les conditions suiv-
antes sont e´quivalentes :
(i) q est une sous-alge`bre spe´ciale de g.
(ii) q est G-conjugue´e a` une sous-alge`bre spe´ciale standard de g.
Preuve. L’implication (ii) ⇒ (i) est claire. Supposons (i) ve´rifie´, et prouvons
(ii).
Ecrivons q = p∩p′, ou` p et p′ sont des sous-alge`bres paraboliques faiblement
oppose´es de g. On sait qu’il existe une sous-alge`bre de Cartan k de g contenue
dans q. NotonsR′ le syste`me de racines de (g, k). Ecrivons p = k⊕gP , p′ = k⊕gQ,
ou` P et Q sont des parties paraboliques de R′. D’apre`s les hypothe`ses, il vient :
P ∪ (−P ) = Q ∪ (−Q) = P ∪Q = R′.
On a donc aussi (−P )∪(−Q) = R′. Soit T = P ∩(−Q) ; c’est une partie close
de R′. On va montrer qu’elle est parabolique, c’est-a`-dire que T ∪ (−T ) = R′.
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Soit α ∈ R′\T . Distinguons plusieurs cas :
a) Si α /∈ P et α /∈ −Q, alors α ∈ −P et α ∈ Q, donc α ∈ −T .
b) Si α ∈ P et α /∈ −Q, on a α ∈ −P et α ∈ Q, car (−P ) ∪ (−Q) = R′.
c) Si α /∈ P et α ∈ −Q, il vient α ∈ −P et α ∈ Q, car P ∪Q = R′.
Dans tous les cas, on a obtenu α ∈ −T , ce qui fournit le re´sultat. L’implica-
tion (i) ⇒ (ii) est alors imme´diate. 
3. Majoration de l’indice
3.1. Les notations des aline´as 3.1 a` 3.7 seront utilise´es dans toute la suite.
On conserve les hypothe`ses de 1.3.
Soient a une sous-alge`bre de Lie de g et X ∈ g. On de´finit une forme line´aire
ϕXa sur a en posant, pour Y ∈ a :
ϕX
a
(Y ) = κ(X,Y ).
Si Z ∈ a, on a Z.ϕX
a
= ϕ
[Z,X]
a et a∩ g
X ⊂ a(ϕ
X
a
), ou` gX est le centralisateur de
X dans g.
3.2. Soit {H1, . . . , Hℓ} une base de h, ou` ℓ est le rang de g. Si α ∈ R, on note
Xα un e´le´ment non nul de g
α. Alors {Hi; 1 6 i 6 ℓ} ∪ {Xα;α ∈ R} est une
base de g, dont on de´signe par {H∗i ; 1 6 i 6 ℓ} ∪ {X
∗
α;α ∈ R} la base duale.
3.3. Dans la suite, on fixe un ordre total sur l’ensemble R+.
Soient S, T des parties de Π. On de´signe par ES,T le sous-espace de h
∗ en-
gendre´ par les εK , avec K ∈ K(S) ∪ K(T ). On pose :
q = gS,T = h⊕
∑
α∈RS
+
gα ⊕
∑
α∈RT
−
gα.
L’alge`bre de Lie q est une sous-alge`bre spe´ciale standard relativement a` h et Π.
Pour K ∈ K(S) (resp. L ∈ K(T )), on note aK (resp. bL) un e´le´ment non nul
de k. Soit
f =
∑
K∈K(S)
aKX
∗
εK
+
∑
L∈K(T )
bLX
∗
−εL ∈ q
∗.
On a aussi f = ϕ
XS,T
q , avec
XS,T =
∑
K∈K(S)
a′KX−εK +
∑
L∈K(T )
b′LXεL ,
ou`
a′K =
aK
κ(XεK , X−εK )
, b′L =
bL
κ(XεL , X−εL)
·
Soient mS (resp. mT ) le cardinal de K(S) (resp. K(T )) et m = mS +mT .
On note
Ωf = (aK1 , . . . , aKmS , bL1 , . . . , bmT ) ∈ (k\{0})
m,
avec εK1 < · · · < εKmS et εL1 < · · · < εLmT . On dit que Ωf de´finit f .
3.4. Pour K ∈ K(S) et L ∈ K(T ), on adopte les notations suivantes :
• H1(K) est l’ensemble des couples (α, εK −α), avec α ∈ ΓK0 et α < εK −α.
• H2(L) est l’ensemble des couples (−β,−εL+β), avec β ∈ ΓL0 et β < εL−β.
• I1(K,L) est l’ensemble des couples (−β, εK), avec β ∈ ΓL0 , et pour lesquels
il existe L′ ∈ K(T ) ve´rifiant εK − β = −εL′.
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• I2(K,L) est l’ensemble des couples (α,−εL), avec α ∈ ΓK0 , et pour lesquels
il existe K ′ ∈ K(T ) ve´rifiant α− εL = εK′ .
• J1(K,L) est l’ensemble des couples (α,−β), avec α ∈ ΓK0 et β ∈ Γ
L
0 , et
pour lesquels il existe K ′ ∈ K(S) ve´rifiant α− β = εK′ .
• J2(K,L) est l’ensemble des couples (α,−β), avec α ∈ ΓK0 et β ∈ Γ
L
0 , et
pour lesquels il existe L′ ∈ K(T ) ve´rifiant α− β = −εL′.
On pose :
H1 =
⋃
K∈K(S)
H1(K) , H2 =
⋃
L∈K(T )
H2(L) , H = H1 ∪H2,
I1 =
⋃
(K,L)∈K(S)×K(T )
I1(K,L) , I2 =
⋃
(K,L)∈K(S)×K(T )
I2(K,L),
J =
( ⋃
(K,L)∈K(S)×K(T )
J1(K,L)
)
∪
( ⋃
(K,L)∈K(S)×K(T )
J2(K,L)
)
,
Z = H ∪ I1 ∪ I2 ∪ J ,
r = cardH , s = dimES,T .
Si z = (α, β) ∈ Z, on notera z˜ = {α, β} l’ensemble sous-jacent a` z.
3.5. Lemme. Soient K ∈ K(S) et L ∈ K(T ). Alors :
(i) Si (−β, εK) ∈ I1(K,L) ve´rifie εK − β = −εL′, on a L′ ( L et εK ∈ ΓL0 .
(ii) Si (α,−εL) ∈ I2(K,L) ve´rifie α− εL = εK′ , on a K ′ ( K et εL ∈ ΓK0 .
(iii) Si (α,−β) ∈ J1(K,L) ve´rifie α− β = εK′ , on a K ′ ( K et β ∈ ΓK0 .
(iv) Si (α,−β) ∈ J2(K,L) ve´rifie α− β = −εL′ , on a L′ ( L et α ∈ ΓL0 .
Preuve. C’est imme´diat d’apre`s les lemmes 1.7 et 1.8. 
3.6. Si K ∈ K(S) et L ∈ K(T ), on note :
a•K =
∑
α∈ΓK
0
gα , b•L =
∑
α∈ΓL
0
g−α,
aK = kXεK + a
•
K , bL = kX−εL + b
•
L,
u =
∑
K∈K(S)
kXεK +
∑
L∈K(T )
kX−εL , v =
∑
K∈K(S)
a•K +
∑
L∈K(T )
b•L.
D’apre`s 1.8, aK et bL sont des alge`bres de Heisenberg, de centres respectifs
kXεK et kX−εL .
La dimension de a•K (resp. b
•
L) est un entier pair 2nK (resp. 2nL), et :
r =
∑
K∈K(S)
nK +
∑
L∈K(T )
nL.
On identifie h∗, u∗ et v∗ a` des sous-espaces de q∗ au moyen de la de´compo-
sition q = h⊕ u⊕ v.
3.7. En utilisant la notation de 3.2, pour z = (α, β) ∈ Z, on note :
vz = X
∗
α ∧X
∗
β ∈
∧2
q∗.
Soient K,K ′ ∈ K(S), L,L′ ∈ K(T ), α ∈ ΓK0 , et β ∈ Γ
L
0 . Compte tenu des
lemmes 1.7 et 1.8, on a les re´sultats suivants :
• εK − εL /∈ {εK′,−εL′}.
• α− εL 6= −εL′.
• εK − β 6= εK′ .
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Il en re´sulte que, si l’on identifie la forme biline´aire alterne´e Φf sur q a` un
e´le´ment de
∧2
q∗, alors
Φf = Ψf +Θf ,
avec Θf ∈ ES,T
∧
u∗ et
Ψf =
∑
z∈Z
λzvz ,
avec λz ∈ k pour tout z ∈ Z.
Si z = (α, β) ∈ Z, on a Θf(Xα, Xβ) = 0. D’autre part, ou [Xα, Xβ] = µzXεK ,
avec K ∈ K(S), ou [Xα, Xβ ] = µzX−εL , avec L ∈ K(T ), le scalaire µz e´tant
non nul. Par conse´quent :
λz = Φf (Xα, Xβ) = f([Xα, Xβ]) =
{
µzaK si [Xα, Xβ ] = µzXεK ,
µzbL si [Xα, Xβ] = µzX−εL .
On voit donc que λz est non nul.
3.8. Lemme. On conserve les notations pre´ce´dentes. Alors :
(i) q(f) contient une sous-alge`bre commutative de g, forme´e d’e´le´ments semi-
simples, et de dimension :
dim h− dimES,T + card
(
K(S) ∩ K(T )
)
.
(ii) On a ∧sΘf 6= 0 et ∧s+1Θf = 0.
(iii) Il existe un ouvert non vide U de (k\{0})m tel que ∧rΨf 6= 0 de`s que
Ωf ∈ U .
(iv) Si Ωf ∈ U , alors ∧r+sΦf 6= 0.
Preuve. (i) L’orthogonal k de ES,T dans h est de dimension dim h−dimES,T .
Avec la notation XS,T de 3.3, si H ∈ k, on a [H,XS,T ] = 0, soit H.f = 0.
Pour K ∈ K(S) ∩K(T ), posons :
YK = a
′
KXεK + b
′
KX−εK .
Il est bien connu que YK est un e´le´ment semi-simple de g. D’autre part, d’apre`s
3.3 et l’assertion (iii) du lemme 1.7, on a YK .f = 0.
Compte tenu de ces remarques, l’assertion est imme´diate.
(ii) Si k, l sont des entiers strictement positifs, nous noterons Mk,l l’ensemble
des matrices a` k lignes et l colonnes a` e´le´ments dans k. Pour A ∈ Mk,l, tA
de´signe la transpose´e de A.
Soit (α1, . . . , αs) une base de ES,T telle que αi = εKi si 1 6 i 6 p, et
αi = −εLi si p + 1 6 i 6 s, les Ki e´tant des e´le´ments de K(S) et les Li des
e´le´ments de K(T ). Comple´tons cette base en une base B′ = (α1, . . . , αℓ) de
h∗, et soit B = (h1, . . . , hℓ) la base de h duale de B′. De meˆme, comple´tons le
syste`me libre (XεK1 , . . . , XεKp , X−εLp+1 , . . . , X−εLs ) en une base C de u. Alors
D = B ∪ C est une base de h+ u. Si s+ 1 6 k 6 ℓ, on a [hk, u] = {0}.
Avec les notations usuelles, les racines εK (resp. εL) sont fortement orthogo-
nales, et εK−εL /∈ K(S)∪K(T ). Il en re´sulte que, dans la base D, la restriction
de la forme biline´aire Φf (qui est aussi la restriction de Θf ) a une matrice de
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la forme
M =

0 0 D A
0 0 0 0
−tD 0 0 0
−tA 0 0 0
 ,
ou` A ∈Ms,m−s (m est de´fini en 3.3), et ou`D ∈Ms,s est diagonale, sa diagonale
e´tant :
(aK1 , . . . , aKp , bLp+1, . . . , bLs).
On en de´duit que M est de rang 2s. Il est alors bien connu que que ∧sΘf 6= 0
et que ∧s+1Θf = 0.
(iii) Notons z1, . . . , zn les e´le´ments de Z, en convenant que z1, . . . , zr sont
ceux de H. Afin de simplifier les notations, on e´crira λivi pour λzivzi et µi pour
µzi .
Si z, z′ ∈ Z, on a vz ∧ vz′ = vz′ ∧ vz et vz ∧ vz = 0. Par conse´quent :
∧rΨf = r!
∑
16i1<···<ir6n
λi1 · · ·λirvi1 ∧ · · · ∧ vir .
Dans la somme pre´ce´dente, le coefficient de v1 ∧ · · · ∧ vr est :∏
K∈K(S)
anKK
( ∏
z∈H1(K)
µz
) ∏
L∈K(T )
bnLL
( ∏
z∈H2(L)
µz
)
.
Supposons que vi1 ∧· · ·∧vir = λv1∧· · ·∧vr , avec λ ∈ k\{0}, ou` i1 < · · · < ir
et (i1, . . . , ir) 6= (1, . . . , r). L’ensemble S = z˜1 ∪ · · · ∪ z˜r est alors la re´union
disjointe des ensembles z˜it pour 1 6 t 6 r. On en de´duit que, si zit /∈ H, on
a zit ∈ J , et il existe donc K ∈ K(S) et L ∈ K(T ) tels que Γ
K
0 ∩ z˜it 6= ∅ et
(−ΓL0 ) ∩ z˜it 6= ∅. Notons zj1 , . . . , zjk les e´le´ments zit n’appartenant pas a` H.
Fixons K0 ∈ K(S) maximal pour l’inclusion parmi les e´le´ments K de K(S)
ve´rifiant :
ΓK0 ∩ (z˜j1 ∪ · · · ∪ z˜jk) 6= ∅.
Il existe t ∈ {1, . . . , k} tel que, si z = z
jt
, on ait ΓK00 ∩ z˜ 6= ∅. Soit α ∈ Γ
K0
0 ∩ z˜.
Il en re´sulte que z ∈ J et on a (α, εK0 − α) 6= zil pour 1 6 l 6 r. D’apre`s la
fin de 3.7 et le lemme 3.5, il vient ou λz = µzaK , avec K ∈ K(S) et K 6= K0,
ou λz = µzbL, avec L ∈ K(T ).
On de´duit de ceci que le coefficient de vi1 ∧ · · · ∧ vir dans la somme donnant
∧rΨf est de la forme
µi1 · · ·µir
∏
K∈K(S)
amKK
∏
L∈K(T )
bmLL ,
avec mK0 < nK0 .
Il est alors clair qu’il existe un ouvert non vide U de (k\{0})m ve´rifiant
∧rΨf 6= 0 si Ωf ∈ U .
(iv) On a :
∧r+sΦf =
r+s∑
k=0
(
r + s
k
)
(∧kΨf ) ∧ (∧
r+s−kΘf).
Comme ∧jΘf ∈ (
∧jES,T )∧(∧ju∗), pour montrer que ∧r+sΦf 6= 0, il suffit
de prouver que (∧rΨf ) ∧ (∧sΘf ) 6= 0.
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Conservons les notations v1, . . . , vr et S de (iii). On a vu que, si Ωf ∈ U ,
∧rΨf = λv1 ∧ · · · ∧ vr + w,
ou` λ ∈ k\{0} et ou` w est une combinaison line´aire de termes vzi1 ∧ · · · ∧ vzir ,
avec z˜i1 ∪ · · · ∪ z˜ir 6= S. Il est donc imme´diat que (∧
rΨf ) ∧ (∧sΘf) 6= 0 si
Ωf ∈ U . 
Remarque. On voit facilement que la preuve pre´ce´dente montre que, pour
Ωf ∈ U , la restriction de Φf a` v× v est non de´ge´ne´re´e.
3.9. The´ore`me. Avec les notations pre´ce´dentes, on a :
χ(gS,T ) 6 rg(g) + cardK(S) + cardK(T )− 2 dimES,T .
Preuve. De q = h⊕ u⊕ v, on de´duit que :
dim g = dim h+ cardK(S) + cardK(T ) + 2r.
Si Ωf ∈ U , le fait que ∧r+sΦf 6= 0 signifie que rg(Φf ) > 2(r+s), c’est-a`-dire :
dim q(f) 6 dim g− 2(r + s).
Il vient donc :
dim q(f) 6 dim h+ cardK(S) + cardK(T )− 2s.
D’ou` le re´sultat. 
3.10. Remarque. On a cardK(S) = dimES , cardK(T ) = ET , ainsi que
ES,T = ES + ET . L’ine´galite´ pre´ce´dente s’e´crit donc encore :
χ(gS,T ) 6 rg(g) + dimES + dimET − 2 dim(ES + ET ).
3.11. Corollaire. Soit q une sous-alge`bre spe´ciale de g. Alors :
(i) On a χ(q) 6 rg(g).
(ii) Dire que χ(q) = rg(g) signifie que q est une sous-alge`bre de Levi de g.
Preuve. La proposition 2.3 montre que l’on peut supposer q = gS,T .
(i) D’apre`s 3.10, on a χ(q) 6 rg(g).
(ii) Si q est une sous-alge`bre de Levi de g, il est bien connu que χ(q) = rg(g).
Supposons χ(q) = rg(g). D’apre`s 3.10, il vient ES = ET . Soit L une com-
posante connexe de T . On a εL ∈ ET = ES ⊂ ZS. Comme εL est une combi-
naison line´aire a` coefficients entiers strictement positifs de toutes les racines de
L et que Π est une base de h∗, on obtient L ⊂ S. Par suite T ⊂ S, et S = T
en e´changeant les roˆles de S et de T . Ainsi, q est une sous-alge`bre de Levi de
g. 
Remarque. Le corollaire 3.11 est une re´ponse positive a` une conjecture de
D. Panyushev formule´e dans [7].
3.12. Corollaire. Si l’ensemble des εM , avec M ∈ K(S) ∪ K(T ), est une
base de h∗, alors χ(gS,T ) = 0.
Preuve. Si les hypothe`ses du corollaire sont ve´rifie´es, l’ine´galite´ de 3.10 mon-
tre que χ(gS,T ) 6 0. 
4. Etude de cas particuliers et une conjecture
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4.1. Avec les notations du paragraphe 3, on pose :
dS,T = rg(g) + cardK(S) + cardK(T )− 2 dimES,T
= rg(g) + dimES + dimET − 2 dim(ES + ET ).
D’apre`s 3.9, on a χ(gS,T ) 6 dS,T . On va montrer que, dans certains cas, on
peut affirmer que χ(gS,T ) = dS,T .
4.2 Proposition. Si dS,T ∈ {0, 1}, alors χ(gS,T ) = dS,T .
Preuve. Le cas dS,T = 0 est clair d’apre`s 3.9. Supposons dS,T = 1.
On a dim gS,T − dS,T = 2(r + s). Comme dim gS,T − χ(gS,T ) est un entier
pair (c’est le rang d’une forme biline´aire alterne´e sur gS,T ), on voit que dS,T et
χ(gS,T ) ont meˆme parite´. D’ou` χ(gS,T ) = 1. 
4.3. Soit a une sous-alge`bre de Lie alge´brique de g, A son groupe adjoint, et
g ∈ a∗. On dit que g est stable s’il existe un ouvert U de a∗ contenant g tel que
a(g) et a(h) soient A-conjugue´s pour tout h ∈ U .
Le re´sultat suivant est prouve´ dans [9] :
Proposition. Soient a une sous-alge`bre de Lie alge´brique de g et g ∈ a∗.
Alors :
(i) Si g est stable, c’est un e´le´ment re´gulier de a∗.
(ii) Si g(f) est commutative et compose´e d’e´le´ments semi-simples de g, c’est
un e´le´ment stable de a∗.
4.4. Proposition. On suppose que les parties S et T de Π ve´rifient l’une ou
l’autre des proprie´te´s suivantes :
(i) K(S) ⊂ K(T ).
(ii) K(T ) ⊂ K(S).
(iii) La famille (εK)K∈K(S) ∪ (εL)L∈K(T ) est libre (c’est le cas en particulier
si S ∩ T = ∅).
Alors, si Ωf ∈ U , f est un e´le´ment stable de g∗S,T , et χ(gS,T ) = dS,T .
Preuve. Si (i) est re´alise´, alors K(S) = K(S) ∩ K(T ) et ES,T = ET . De
meˆme, la condition (ii) implique K(T ) = K(S) ∩ K(T ) et ES,T = ES . Enfin, si
l’hypothe`se (iii) est vraie, on a ES,T = ES ⊕ ET et K(S) ∩ K(T ) = ∅.
Dans tous les cas, on obtient :
dS,T = rg(g)− dimES,T + card
(
K(S) ∩ K(T )
)
.
Compte tenu de 3.8 et 3.9, on voit que, si Ωf ∈ U , alors dim q(f) = dS,T , et
que l’alge`bre de Lie q(f) est forme´e d’e´le´ments semi-simples de g. On a donc le
re´sultat d’apre`s 4.3. 
Remarque. En prenant S = Π et T = ∅, la proposition pre´ce´dente permet
de retrouver le re´sultat suivant de [9] : il existe une forme line´aire stable dans
b∗, et on a :
χ(b) = rg(g)− cardK(Π).
4.5. Dans la suite, on va utiliser le re´sultat suivant ([3], lemma 1.12.2) :
Lemme. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, V ′ un hyperplan
de V , Φ une forme biline´aire alterne´e sur V , et Φ′ la restriction de Φ a` V ′.
On note N et N ′ les noyaux de Φ et Φ′.
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(i) Si N ⊂ N ′, alors N est un hyperplan de N ′.
(ii) Si N 6⊂ N ′, on a N ′ = N ∩ V ′, et N ′ est un hyperplan de N .
4.6. Proposition. On suppose que card(S) = 1 ou que card(T ) = 1. Alors
χ(gS,T ) = dS,T .
Preuve. Traitons le cas ou` card(T ) = 1, soit T = {α}. On note toujours q
pour gS,T .
Compte tenu de 4.4, on peut supposer α ∈ S, {α} /∈ K(S), et α ∈ ES .
Posons :
a = gS,∅ = h⊕ g
RS+ .
Soient
U =
∑
K∈K(S)
aKX−εK , V = Xα + U , f = ϕ
U
a
, g = ϕV
q
,
ou` les coefficients aK sont choisis pour que f soit un e´le´ment stable de a
∗ (c’est
possible d’apre`s 4.4). La restriction de Φg a` a est Φf . La preuve de 3.8, (i)
montre que :
a(f) =
⋂
K∈K(S)
ker εK .
De α ∈ ES , on de´duit que [Xα, a(f)] = {0}, soit a(f) ⊂ q(g). D’apre`s le lemme
4.5, il vient alors
q(g) = kX ⊕ a(f),
avec X = X−α + Y , ou` Y ∈ a.
Comme a(f) ⊂ h, on a [a, a(f)] ∩ a(f) = {0}, puis [X, a(f)] = {0}. Par
conse´quent, l’alge`bre de Lie q(g) est commutative.
Soient G le groupe adjoint de g et A le plus petit sous-groupe alge´brique
de G d’alge`bre de Lie adg a. L’ensemble des restrictions des e´le´ments de A a` a
s’identifie au groupe adjoint de a.
L’ensemble des e´le´ments stables de a∗ est un ouvert non vide A-invariant.
On en de´duit qu’il existe h ∈ q∗ re´gulier tel que λ = h|a soit stable. Si θ ∈ A,
on a θ(h)|a = θ(λ). Par conse´quent, on peut supposer que :
a(λ) = a(f) =
⋂
K∈K(S)
ker εK ⊂ h.
On a h([a, a(λ)]) = {0}. D’autre part, X−α commute a` a(f) = a(λ). On a donc
h([X−α, a
(λ)]) = {0}. Par suite, h([q, a(λ)]) = {0} et a(λ) ⊂ q(h).
D’apre`s 4.5, on obtient dim q(h) = 1 + dim a(λ), d’ou` χ(q) = 1 + χ(a).
On a ici ES,T = ES,∅, cardK(T ) = 1, et χ(a) = dS,∅. On en de´duit que
χ(q) = dS,T . 
Remarque. Il est donne´ dans [9] un exemple d’alge`bre de Lie ve´rifiant les
conditions de 4.6, mais ne posse´dant aucune forme line´aire stable.
4.7.Compte tenu des exemples traite´s pre´ce´demment, nous e´noncerons l’asser-
tion suivante :
Conjecture. Si S et T sont des parties de Π, on a χ(gS,T ) = dS,T .
4.8. Faisons quelques remarques.
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1) Supposons g de type A. L’indice d’une sous-alge`bre spe´ciale de g est calcule´
dans [2] au moyen d’une formule combinatoire. On peut ve´rifier qu’elle confirme
la conjecture 4.7.
2) Pour g de type A,B,C ouD, des formules de re´currence reliant l’indice des
sous-alge`bres spe´ciales de g sont e´tablies dans [7]. Ces formules sont compatibles
avec 4.7.
3) Des calculs effectue´s par D. Panyushev et R. Ushirobira lorsque g est de
type F4 ou G2 confirment la conjecture 4.7.
4) D’apre`s 4.2, 4.4, et 4.6, la conjecture 4.7 est ve´rifie´e si rg(g) 6 2.
5. Sur l’indice des sous-alge`bres paraboliques
5.1. Lemme. Soient S une partie de Π et n = cardK(S). Il existe des parties
S1, . . . , Sn de Π ve´rifiant les conditions suivantes :
(i) S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sn = S.
(ii) K(S1) ⊂ K(S2) ⊂ · · · ⊂ K(Sn).
(iii) cardK(Si) = i pour 1 6 i 6 n.
Preuve. Soient K une composante connexe de S et K ′ l’ensemble des α ∈ K
qui ve´rifient 〈α, ε∨K〉 = 0. Si Sn−1 = S\(K\K
′), il est clair, d’apre`s 1.5, que
cardK(Sn−1) = n−1 et que K(Sn−1) ⊂ K(S). Le lemme est alors imme´diat. 
5.2. The´ore`me. Soit g une alge`bre semi-simple de rang ℓ. Pour tout entier
i ve´rifiant 0 6 i 6 ℓ, il existe une sous-alge`bre parabolique p de g telle que
χ(p) = i.
Preuve. Il est clair que l’on peut supposer g simple. Soit n = cardK(Π). On
pose Π = {α1, . . . , αℓ} en utilisant la nume´rotation des syste`mes de racines de
[1], pages 250 a` 275.
Il existe des parties S0, S1, . . . , Sn de Π, ou` S0 = ∅ et Sn = Π, telles que
S1, . . . , Sn ve´rifient les conditions du lemme 5.1.
D’apre`s la proposition 4.4, pour 0 6 i 6 n, on a :
χ(gΠ,Si) = ℓ+ i− n.
Le the´ore`me est donc e´tabli si g est de l’un des types Bk, Ck, D2k, E7, E8,
F4 ou G2 car, dans ces cas, n = ℓ d’apre`s le tableau 1.6.
1) Supposons g de type D2k+1. Alors cardK(Π) = 2k et, si 1 6 i 6 ℓ, ce
qui pre´ce`de montre qu’il existe une sous-alge`bre parabolique de g dont l’indice
est e´gal a` i. D’autre part, on voit facilement que α2k /∈ EΠ. Compte tenu de
l’assertion (iii) de 4.4, il vient χ(gΠ,{α2k}) = 0.
2) Si g est de type E6, on a cardK(Π) = 4. Pour 2 6 i 6 6, il existe donc
une sous-alge`bre parabolique de g dont l’indice est e´gal a` i.
On ve´rifie aise´ment que {α1, α5} ∪ {εK ; K ∈ K(Π)} est une base de h∗. A
nouveau d’apre`s 4.4, on obtient :
χ(gΠ,{α1}) = 1 , χ(gΠ,{α1,α5}) = 0.
3) Supposons g de type Aℓ, et soit ρ la partie entie`re de
ℓ+ 1
2
. D’apre`s 1.6,
ρ est le cardinal de K(Π). Si ℓ′ = ℓ − ρ, il nous faut prouver l’existence d’une
sous-alge`bre parabolique de g d’indice 0, 1, . . . , ℓ′ − 1.
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Si ℓ = 2t est pair, on a
K(Π) = {{αj+1, . . . , α2t−j} ; 0 6 j 6 t− 1}
et, si ℓ = 2t+ 1 est impair, alors :
K(Π) = {{αj+1, . . . , α2t+1−j} ; 0 6 j 6 t}.
Posons T0 = ∅, et de´finissons Tk, pour 1 6 k 6 ℓ′, par :
Tk =
{
Tk−1 ∪ {αk} si k est impair,
Tk−1 ∪ {αℓ+1−k} si k est pair.
On ve´rifie facilement que les εM , pourM ∈ K(Π)∪K(Tk) forment une famille
libre. Compte tenu de 4.4 (iii), il vient χ(gΠ,Tk) = ℓ
′− k si 0 6 k 6 ℓ′. Comme
gΠ,Tk est une sous-alge`bre parabolique de g, on a obtenu le re´sultat. 
Remarque. Le the´ore`me 5.2 est e´nonce´ sans de´monstration dans [4].
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